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Подписи к рисункам:

1. Построение множества Кантора.

2. Построение кривой Кох.

3. «Снежинка Кох» на 4-м шаге итерации.

4. Без подписи.

5. Увеличение периметра береговой линии за счет деталей, появляющихся при уменьшении масштабного фактора карты.

6. Без подписи.

7. Типичное поведение цен: Короткие периоды равновесия (отмечены овалами) быстро заканчиваются сильными движениями.

В финансах графики цен принято изображать не одномерными линиями, а интервалами (т.н. баровые графики или графики в виде японских свечей). Один прямоугольник (называемый телом свечи) с двумя штрихами сверху и снизу (называемыми тенями свечи) изображает колебания цен в течение дня. Верхняя точка верхней тени показывает максимум цены, нижняя точка нижней тени – минимум цены за день. Верхняя и нижняя границы тела свечи показывают цену открытия и закрытия торгов. При этом если тело белого (черного) цвета, то закрытие выше (ниже) открытия.

8. Зависимость логарифма суммы амплитуд (вертикальная ось) от логарифма величины разбиения (горизонтальная ось), для графика ежедневных цен акций компании IBM. 

9. Ежедневные цены акций компании Exxon Mobil Corporation (правая шкала, японские свечи) и график функции
[image: image1.wmf]n

(t) (левая шкала, сплошная линия).

Аннотация

«Фракталы вокруг нас повсюду, и в очертаниях гор, и в извилистой линии морского берега. Некоторые из фракталов непрерывно меняются, подобно движущимся облакам или мерцающему пламени, в то время как другие, подобно деревьям или нашим сосудистым системам, сохраняют структуру, приобретенную в процессе эволюции». При этом реальный диапазон масштабов, где может наблюдаться фрактальная структура, простирается от расстояний между молекулами в полимерах до расстояния между скоплениями галактик во вселенной. Фракталами являются также временные графики различных природных и социальных процессов, среди которых особой популярностью пользуются финансовые временные ряды.

Если посмотреть на фрактал в целом, затем на его часть, затем на часть этой части и т.д., то в соответствующем масштабе они выглядят примерно одинаково. Основной геометрической характеристикой таких структур является фрактальная размерность D (в случае временных функций используется также показатель Херста H=2-D).

В настоящей работе вводится новый фрактальный показатель – индекс вариации 
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, который, как оказывается, связан с фрактальной размерностью D соотношением 
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. Однако, для его расчета требуется на порядок меньше данных, чем для расчета D или H. Это позволяет, например, провести анализ ценовых рядов акций, который дает основание интерпретировать 
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 как показатель устойчивости цены по отношению к внешним воздействиям. Такой подход дает возможность на этом примере раскрыть механизм, определяющий характер поведения самых различных временных рядов.

Введение. По одному из определений Бенуа Мандельброта, «фракталом называется структура, состоящая из частей, которые в каком-то смысле подобны целому» ([1] стр. 9). Формой же количественного выражения этого подобия является фрактальная размерность. В книге [2] фракталов представлено достаточно много. Некоторые из них являют собой кривые или поверхности, другие несвязную пыль. Существуют и такие, «чья форма столь причудлива, что ни наука, ни искусство не в состоянии предложить подходящее для них название». Поэтому вполне естественно, что способов определения фрактальной размерности также существует много (в простых случаях обычно они дают один и тот же результат): есть размерность клеточная, массовая, РХБ и т.д. Для некоторых объектов рассматривают даже целый их непрерывный спектр (размерности Реньи).

Однако все они имеют единое происхождение. Их источником является определение размерности D, введенное Хаусдорфом еще в 1919 году для компактного множества в произвольном метрическом пространстве по формуле: 
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 - минимальное количество шаров радиуса 
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, покрывающих это множество.

Чтобы понять мотивацию этого определения, умножим обе части (1) на 
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 и введем D под знак логарифма. В результате получим:


[image: image9.wmf])

(

~

)

/

1

(

d

d

N

D

 (2) 

Поскольку для покрытия, например, единичного отрезка, квадрата или куба его копиями размера 
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, их потребуется соответственно 1/
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, 1/
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2 и 1/
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3, то соответствующий показатель степени можно понимать как размерность, что и отражает формула (1). Заметим, что первоначально хаусдорфово определение было предназначено для классификации различных «монстров» (имеющих, как правило, нецелую размерность D) типа функций Вейерштрасса, кривых Пеано и их многочисленных разновидностей. Эти структуры возникали обычно как «контрпримеры», когда речь заходила о критике оснований «классического» анализа с позиций современной математики, основанной на канторовской теории множеств. По мнению большинства математиков, такие структуры следовало рассматривать как «патологические», вроде живописи Пикассо или музыки Шёнберга, само существование которых в то время бросало вызов установленным стандартам хорошего вкуса. «Математики же, сотворившие этих чудовищ, видели в них свидетельство того, что мир чистой математики содержит в себе необыкновенное изобилие возможностей, далеко выходящих за рамки тех простых структур, которые можно наблюдать в Природе». И тут, после выхода книг Мандельброта [2-4] стало ясно, что «Природа сыграла с математиками шутку.… Как оказалось, окружающим нас объектам всегда были присущи те самые патологические структуры, которые математики изобрели, чтобы избавиться от уз натурализма XIX века» [5]. Это лишь подтвердило наблюдение Блеза Паскаля о том, что «…воображение иссякает прежде Природы». 

В настоящее время сфера применения фракталов в самых различных областях физики, химии, биологии, лингвистики, музыки, изобразительного искусства и т.д. столь обширна и общеизвестна (см. например [6]), что в этой короткой статье мы даже не рискуем начинать перечисление. Успех такого широкого использования фракталов обусловлен, несомненно, тем, что свойство самоподобия (скейлинга) присуще огромному числу структур как пространственных (береговая линия, поверхности излома, различные агрегаты, полученные за счет слияния и т.д.), так и временных (траектории движения, временные графики наблюдаемых величин и т.д.). Мандельброт же нашел единую форму количественного выражения для этого свойства, что нередко дает возможность строить простые модели сложных неупорядоченных систем и изучать их с помощью компьютерного эксперимента. Такой подход иногда позволяет существенно продвинуться в исследовании объектов, которые иным способом не поддаются пониманию и количественному описанию. Однако при этом сама фрактальная структура постулируется, а вопрос о ее происхождении просто выносится «за скобки». При этом остается за скобками и вопрос о причине того или иного значения фрактальной размерности. Сам Мандельброт отказывается от постановки подобных вопросов, рассматривая фракталы лишь как «своего рода язык» для описания самоподобных структур. С нашей же точки зрения именно этот вопрос и является наиболее интересным, поскольку довольно естественно ожидать существования общих принципов, определяющих происхождение различных классов фрактальных объектов. Так, например, по нашему мнению существует единый механизм, который, накладываясь на случайные внешние воздействия, определяет фрактальную структуру наблюдаемых в природе временных рядов. Причем значение параметра порядка этого механизма однозначно связано с фрактальной размерностью временного ряда. Таким механизмом, на наш взгляд, является механизм обратной связи, самоподобный характер действия которого в различных динамических системах (от простейших механических, до биологических и социальных) хорошо известен. Раскрыть действие данного механизма на примере финансовых временных рядов и является целью настоящей работы. Заметим, что мы выбрали этот пример главным образом из-за его исключительной популярности: «капризы» финансового рынка в равной степени, но по разным причинам интересуют самые разнообразные группы людей, начиная от серьезных ученых и заканчивая теми, кто просто желает быстро разбогатеть.

В первом разделе на простейших примерах анализируются фрактальные структуры, как модельные, которые получаются в результате итеративной (повторяющейся) процедуры, так и природные. Как те, так и другие имеют свою особую специфику, которая проясняется на этих примерах. Данный раздел носит вспомогательный характер и вводит в круг тех представлений, которые позволяют понять основную часть работы.

Во втором разделе для произвольной вещественной функции f(t), определенной на некотором временном интервале, вводится индекс вариации 
[image: image14.wmf]n

, как степень расходимости суммы амплитуд 
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на участках разбиения длины 
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 при 
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. Доказывается теорема, позволяющая отождествить индекс 
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 с индексом фрактальности, понимаемым как разность между фрактальной и топологической размерностью графика функции y=f(t). Дается обобщение теоремы вначале для случая функции n переменных, а затем и для произвольных фракталов, погруженных в евклидово пространство. Как оказывается алгоритм расчета 
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 имеет «быстрый выход на асимптотику» при 
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. Раскрывается причина того, почему этим свойством не обладает стандартный алгоритм расчета фрактальной размерности. Поскольку использование индекса 
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 существенно перестраивает мультифрактальный анализ объектов с топологической размерностью DT>0, то в качестве примера приводятся соответствующие выражения для размерностей Реньи.

В третьем разделе индекс 
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 применяется для исследования временных рядов цен акций компаний, входящих в индекс Доу-Джонса. Для них вычисляется индекс 
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, после чего эти ряды разбиваются на минимальные участки, где 
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 еще можно вычислить с приемлемой точностью. Выясняется, что в среднем относительно стабильные участки имеют более высокое значение 
[image: image25.wmf]n

 по сравнению с участками, где наблюдается тренд. Это дает основание интерпретировать индекс 
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 как показатель устойчивости цены акции по отношению к случайным внешним воздействиям. Показано, что такой подход вполне согласуется с выводами общей теории случайных процессов. Затем вводится понятие внутреннего состояния акции в данный момент времени, как значение
[image: image27.wmf]n

, вычисленное по достаточно малому предшествующему интервалу. Это дает возможность раскрыть механизм обратной связи, определяющий характер поведения временного ряда и ввести параметр порядка данного механизма. 

В заключительном разделе подводятся основные итоги, и перечисляются возможные области применения изложенных в работе идей.

1. Фрактальные структуры.

1.1. Знакомство с фрактальными структурами мы начнем с двух примеров. Именно в силу своей простоты эти примеры, с одной стороны, проясняют свойство фрактальности в наиболее «чистом» виде, а с другой, дают правильное представление о том, как в принципе устроены более сложные фракталы (множества Жюлиа и Мандельброта, кривые Пеано и т.д.). Первый пример – это множество Кантора. Строится оно с помощью итеративной (повторяющейся) процедуры. На нулевом шаге берется единичный отрезок (рис. 1). На первом – этот отрезок делится на три равные части и выбрасывается середина. И далее на каждом следующем шаге эта процедура повторяется со всеми оставшимися отрезками. Множество, которое получается в пределе такой итеративной процедуры, называется множеством Кантора или канторовской «пылью». Для вычисления фрактальной размерности этого множества в качестве последовательности покрытий или аппроксимаций используем его представление на n-м шаге итерации. В этом случае оно будет покрыто 2n  отрезками, уменьшенными в 3n раз. Если теперь взять 
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=(1/3)n , то N(
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)=2n. Переходя к пределу при 
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 по формуле (1) получаем D=ln2/ln3 (
[image: image31.wmf]»

 0,63).
Второй пример – это так называемая кривая Хельги фон Кох. Она строится так. На нулевом шаге снова берется единичный отрезок (рис. 2). На первом шаге этот отрезок снова делится на три равные части. Затем на средней части строится равносторонний треугольник и его основание выбрасывается. Далее на каждом следующем шаге повторяется та же процедура со всеми прямыми отрезками. Множество, которое получается в результате такой итеративной процедуры, называется кривой Кох. Для вычисления фрактальной размерности этого множества в качестве последовательности аппроксимаций снова удобно воспользоваться его представлением на n-м шаге итерации. И хотя такие аппроксимации не являются покрытиями, однако, именно они для данного объекта являются наиболее естественными. Полученная при этом фрактальная размерность называется внутренней. Далее, повторяя для данных аппроксимаций все рассуждения, которые мы провели для покрытий (при вычислении размерности множества Кантора) получаем D=ln4/ln3 (
[image: image32.wmf]»

1,26). Попутно, заметим, что если мы в нулевом приближении возьмем не отрезок, а треугольник с единичной стороной и проделаем с каждой из его сторон описанную выше процедуру, то в результате получим множество, известное как «снежинка Кох» (рис. 3).

1.2. Перейдем теперь к природным фракталам. Их общую специфику мы поясним на примере береговой линии, тем более что этот пример представляет исторический интерес. Именно здесь впервые была обнаружена закономерность, впоследствии осмысленная как фрактальность. В работе известного английского метеоролога и картографа Ричардсона (вышедшей уже после его смерти в 1961 г.) с помощью последовательности все более точных карт измерялся периметр береговой линии Великобритании. Данные наносились на график, где по осям х и у откладывались, соответственно, логарифмы масштабного фактора карты m и периметра P(m). Результат оказался поразительным. Данные почти точно легли на прямую (рис. 4). Это означает, что благодаря «довескам», которые появляются по мере уменьшения масштабного фактора карты (см. рис. 5), периметр «расходится» (т.е. 
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) и причем по степенному закону. Отсюда следует, что береговая линия имеет фрактальную размерность. Действительно, поскольку масштабный фактор карты m прямо пропорционален минимальному различимому размеру 
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(«разрешению» карты), то измерение периметра с помощью последовательности все более точных карт можно представлять как измерение с помощью последовательности все более точных аппроксимаций ломаными с размером звена 
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. Тогда выполнение степенного закона при переходе к более точным картам просто означает:
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где 
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Если теперь учесть, что 
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откуда сразу следует, что береговая линия - фрактал с размерностью 
[image: image45.wmf]1
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 (см. формулу (2)).

Характеризуя природные фракталы, следует отметить, что если вещество не находится в газообразном или кристаллическом состоянии, то оно имеет на некотором интервале масштабов фрактальную структуру. При этом реальный диапазон масштабов, где она может наблюдаться, простирается от расстояний между молекулами в полимерах до расстояний между скоплениями галактик во вселенной. Наглядно фрактальность проявляется в необычном распределении массы фрактального агрегата в пространстве:
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где D<3. Здесь M и L – масса и размер агрегата, m и l - масса и размер, составляющих агрегат частиц. D – так называемая массовая фрактальная размерность. Соответствующее выражение для плотности вещества 
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где 
[image: image50.wmf]0

r

- плотность составляющих агрегат частиц, D0 – размерность объемлющего пространства, которая в зависимости от задачи может принимать значения 1,2 или 3; причем всегда 
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Заметим, что для фрактальных агрегатов обычно измерению доступна корреляционная функция плотности 
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. Фрактальность в данном случае означает 
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где 
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Кроме упомянутых массовой и внутренней фрактальных размерностей, так же часто используется клеточная размерность, которая отличается от хаусдорфовой только тем, что при ее вычислении берутся не шары а клетки (или кубы).
Исходя из рассмотренных примеров, отметим основные особенности всех природных фракталов в их отличии от модельных:
Во-первых, свойство самоподобия для них выполняется, как правило, лишь «в среднем».

Во-вторых, при вычислении фрактальной размерности степенной закон проявляет себя как «промежуточная асимптотика» (т.е. при 
[image: image58.wmf]0
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 берется масштаб, малый по сравнению с некоторым характерным, но много больше некоторого минимального). При этом сама размерность вычисляется по углу наклона соответствующей зависимости в двойном логарифмическом масштабе (или масштабе относительных приростов) и часто особую роль здесь играет «искусство» правильного выбора системы аппроксимаций.

В-третьих, иногда самоподобную структуру в наиболее «чистом виде» выявляет не фрактальная размерность, а связанная с ней простым соотношением величина, которая характеризует степень «расходимости» некоторой «естественной» для данного объекта характеристики (в примере с береговой линией – это периметр).

О применении фракталов в различных областях естествознания существует обширная литература (см. например [7-14] а также обзоры [15-21]). В данной работе при изложении традиционных вопросов мы следуем в основном подходу [2, 13, 16, 21].

2. Индекс вариации и его связь с индексом фрактальности.
2.1. Мы начнем с самого первого определения фрактала (см. [2] стр.31), которое впоследствии Мандельброт несколько изменил (см. начало введения): «Фракталом называется множество, размерность Хаусдорфа-Безиковича которого строго больше его топологической размерности». 

Чтобы раскрыть это определение напомним о двух принципиально различных подходах к понятию размерности. С точки зрения первого, размерность геометрической фигуры – это число координат, необходимых для определения положения лежащей на этой фигуре точки: например положение точки на линии определяется одной координатой, на поверхности двумя, в трехмерном пространстве тремя координатами. Поскольку эта размерность является топологическим инвариантом (т.е. сохраняется при взаимно однозначном и непрерывном в обе стороны отображении), то ее называют топологической размерностью и обозначают DT . Этот подход отражен в известных работах Пуанкаре, Брауэра, Менгера, Урысона, Лебега и др. Его вершиной стала гомологическая теория размерности Александрова [22]. С точки зрения второго подхода, размерность – это число D, выражающее связь естественной меры геометрической фигуры (например, длины, площади или объема) с величиной (в данном случае длиной), положенной в основу исходной метрической системы. Если метрический эталон такой величины, принятый за единицу, увеличить (уменьшить) в b раз, то указанная мера уменьшится (увеличится) в bD раз. Эту размерность называют метрической. Нетрудно показать, что понятие хаусдорфовой размерности лежит в русле именно такого подхода. Для этого введем хаусдорфову меру Md по формуле: 
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 – точная нижняя грань соответствующей суммы по всем покрытиям 
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 исходного множества, в которых диаметр (максимальное расстояние между точками) каждого множества Pi не превышает 
[image: image62.wmf]d

. В случае произвольного метрического пространства обычно используют размерность Хаусдорфа-Безиковича (РХБ), обобщающую понятие хаусдорфовой размерности на случай неограниченного множества. РХБ, по определению, есть критическая размерность D , при которой мера 
[image: image63.wmf]d

M

изменяет свое значение с нуля на бесконечность, т.е.
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Отметим, что на практике, как правило, мы имеем дело с фракталами, погруженными в евклидово пространство, и для них в качестве покрытий 
[image: image65.wmf]{}

i

P

d

 часто берут только покрытия клетками размера 
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. В этом случае РХБ просто сводится к определению клеточной размерности (см. конец первого раздела). В самом деле, пусть исходный фрактал покрыт клетками размера 
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. Составим сумму по такому покрытию, аналогичную сумме в определении РХБ. Поскольку число слагаемых этой суммы 
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. Если d=D, то MD имеет обычно конечное значение и при определенных условиях обладает всеми свойствами естественной меры. В частности, если D равно 1, 2 или 3, то MD с точностью до нормировочного множителя 
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 совпадает соответственно с длиной, площадью или объемом. При этом с изменением эталона длины в b раз его мера MD изменяется в bD раз. Действительно 
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 - мера данного множества, соответственно до и после изменения эталона. 

2.2. Возвращаясь к определению фрактала, заметим, что непосредственно фрактальным показателем является величина
indF
[image: image81.wmf]º

D-DT, (9)

где D и DT, соответственно РХБ и топологическая размерность исходного фрактала. Мы будем называть ее индексом фрактальности. 

В качестве примера рассмотрим график вещественной непрерывной функции y=f(t), определенной на некотором отрезке [a;b]. Очевидно, отображение этого графика на область его определения является взаимно однозначным и непрерывным в обе стороны отображением, откуда следует, что его топологическая размерность DT =1. Поэтому 
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На примере функции y=f(t) введем теперь понятие индекса вариации. Это понятие является центральным в данной работе. 

Рассмотрим равномерное разбиение отрезка 
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. Составим величину:
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где 
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 - длина шага разбиения, 
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- амплитуда (разность между максимальным и минимальным значением) функции f(t) на (ti-1, ti]. Если 
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 будем называть индексом вариации функции f(t) и пользоваться обозначением indVf(t)=
[image: image91.wmf]n

. 

В частности, если f(t) имеет ограниченную вариацию (являясь например кусочно-гладкой), то indVf(t)=0.

ТЕОРЕМА: 

Пусть f(t) вещественная непрерывная функция, определенная на [a,b]. Тогда f(t) имеет индекс вариации indVf(t)=
[image: image92.wmf]n

 в том и только в том случае, когда график функции y=f(t) имеет индекс фрактальности indFf(t)=
[image: image93.wmf]n

 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО:

Рассмотрим разбиение 
[image: image94.wmf]n
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.

Поставим ему в соответствие клеточное разбиение плоскости графика функции y=f(t), как показано на рис. 6

Рассмотрим (ti-1, ti]. Очевидно, можно записать (см. рис. 6):
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Здесь Ni – число клеток, покрывающих функцию f(t) на (ti-1, ti].
Разделим (12) на 
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и просуммируем по i. Получим:
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Здесь 
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- общее число клеток, покрывающих функцию f(t). Пусть теперь f(t) имеет индекс вариации indVf(t)=
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. Тогда при переходе к пределу при 
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откуда 
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 и, следовательно, D=
[image: image103.wmf]n

+1 (см. формулу 2) или 
[image: image104.wmf]n

=D-1=indF f(t).
В обратную сторону доказательство проводится аналогично. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Мы провели доказательство в простейшем варианте, чтобы выделить его основную идею. В общем случае (при использовании РХБ и неравномерного разбиения) как формулировка теоремы, так и ее доказательство несколько усложняется, обрастая деталями, интересными только для узких специалистов. 

Эта теорема допускает широкий круг обобщений. 

1. Функция f(t) может иметь конечное, а при некоторых ограничениях и бесконечное число точек разрыва.

2. Теорема распространяется на случай функции n переменных f(t1,…, tn). Однако, в этом случае, вместо индекса вариации indVf(t1,…, tn))=
[image: image105.wmf]n

 следует брать индекс фрактальной вариации indFV f(t1,…,tn)=
[image: image106.wmf]F
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, который учитывает поправку на индекс вариации невырожденной гладкой функции indVf0(t1,…, tn)=n-1. Более точно: 
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Непосредственно для вычисления D удобнее пользоваться формулой:

D=max{
[image: image109.wmf]1
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; DT}=max{
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3. Аналогичную теорему можно доказать для произвольного фрактала с топологической размерностью DT=m, погруженного в n-мерное пространство. Этот фрактал следует рассматривать как многозначный образ его проекции на некоторое m-мерное подпространство. При вычислении же величины Vf(
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) на каждом m-мерном кубе размера 
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, в зависимости от ситуации, следует либо просто брать амплитуды Ai(
[image: image113.wmf]d

), либо выделять отдельные ветви многозначной функции, на каждой из них вычислять Ai(
[image: image114.wmf]d

) и затем их складывать. При этом для быстрой сходимости соответствующего алгоритма особенно важен правильный выбор m-мерной проекции.

Поскольку в дальнейшем при исследовании финансовых временных рядов будут рассматриваться только одномерные временные функции, то именно для этого случая мы проведем детальное сравнение метода расчета индекса вариации 
[image: image115.wmf]n

 с основным существующим методом расчета D. Для временных рядов D обычно вычисляется на основе расчета показателя Херста H, связанного с D формулой D=2-H
.
Метод расчета этого показателя предназначен для анализа временных рядов, заданных одним значением в каждой точке. В финансах такие временные ряды называют тиковыми. Здесь каждой точке ряда соответствует информация о цене сделки. Поскольку в течение дня может происходить несколько сот тысяч сделок, то для анализа одномерного ряда цен, например, за год, необходимо обработать ряд, состоящий из нескольких миллионов значений. Для сокращения объемов хранимой и обрабатываемой информации принято агрегировать данные по временным интервалам и описывать временной ряд с помощью четырех значений: первая цена интервала (Open), максимальная цена интервала (High), минимальная цена интервала (Low) и последняя цена данного интервала (Close). При использовании дневных интервалов такой метод позволяет сократить объем информации о поведении цен за год всего до 1000 значений (250 торговых дней). Современные методы расчета показателя H в предположении степенной зависимости 
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основаны на построении в двойном логарифмическом масштабе графика функции 
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 и определении H как коэффициента наклона этого графика. При этом для агрегированных финансовых рядов в качестве величины 
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 выбирают либо последнюю (Close), либо среднюю цену за интервал, рассчитанную по формуле (Open+High+Low+Close)/4. Помимо произвольности выбора 
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, подобный подход обладает еще и тем недостатком, что требует очень большого количества данных (принято считать, что только для корректной оценки средних необходимо около 30 значений). Расчет же индекса 
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основан на построении графика зависимости суммы амплитуд 
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 от масштаба разбиения 
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. Причем на минимальном масштабе для финансовых рядов, амплитуда просто задана. Несмотря на очевидное преимущество этого подхода, на первый взгляд кажется, что индекс 
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 является всего лишь более удобной формой того же показателя H. На самом же деле, 
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 по сути, совсем другая величина. Чтобы показать это, разделим обе части уравнения (11) на n . Введем обозначение для средней амплитуды: 
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 и перейдем к пределу при 
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где 
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H

n

n

=-

. Напомним, что определение показателя Херста формально совпадает с (17) с той существенной разницей, что вместо 
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 (т.е. усредненной разности между максимальным и минимальным значением) в него входит среднее приращение (усредненный модуль разности между значениями на концах интервала). Для выполнения же равенства 
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 (или H=2-D) исходный временной ряд должен удовлетворять некоторым дополнительным условиям, например, условию гауссовости приращений (см. следующий раздел).

Расчет на компьютере показывает, что для очень точного определения индекса 
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 (см. следующий раздел) достаточно всего нескольких десятков значений ряда. Тогда как показатель Херста H, в общем случае, можно оценить с приемлемой точностью «…анализируя хорошо определенные наборы данных, состоящие примерно из 2500 измерений» ([13]. Стр.179). Этот, странный, на первый взгляд, результат связан с тем, что алгоритм вычисления 
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имеет «быстрый выход на аcимптотику» при 
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 с приемлемой точностью не нужно знать 
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, поскольку уже через несколько шагов итеративной процедуры мы получаем достаточно хорошее приближение. Это свойство, однако, не переносится на алгоритм вычисления клеточной размерности D, поскольку равенство D=
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+1 выполняется только в асимптотике при 
[image: image140.wmf]d



 EMBED Equation.3  [image: image141.wmf]0
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 на больших интервалах [a;b] появляется промежуточная асимптотика 
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 (см. формулу 13). Другими словами, алгоритмы расчета 
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 и клеточной размерности D имеют разную скорость сходимости при 
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В заключение этого раздела отметим, что индекс вариации вносит существенные изменения также в мультифрактальный анализ. Для адекватного мультифрактального спектра (размерностей Реньи), вместо моментов 
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. В силу большой экономности алгоритма расчета индекса вариации естественно надеяться и на быструю сходимость алгоритма расчета функции 
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Более детальному изложению этого вопроса мы собираемся посвятить одну из наших следующих работ.

3. Фрактальный анализ финансового рынка.

3.1. В настоящее время финансовый рынок является лучшей действующей моделью совершенно конкурентного рынка
 и в определенном смысле представляет собой идеальный пример «естественной» динамической системы. С одной стороны, он достаточно хаотичен, поскольку его эволюция определяется волей конкретных людей (инвесторов и спекулянтов), а с другой, в нем действуют очень устойчивые механизмы, существование которых очевидно всякому, кто близко имел с ним дело. Поэтому можно ожидать, что найденные здесь закономерности имеют общий характер.

Характеризуя современный финансовый рынок, прежде всего, следует отметить разнообразие используемых инвесторами финансовых инструментов. Самые простые из них знакомы многим. Это валюты, облигации, акции. Такие финансовые инструменты называют базовыми. На их основе создаются более сложные, так называемые «производные» инструменты (деривативы), которые представляют собой одностороннее или двустороннее обязательство покупки или продажи базового инструмента по определенной цене к заранее определенному сроку (фьючерсы, опционы и др.). Каждой акции может соответствовать несколько сотен производных инструментов. На вершине пирамиды находятся «синтетические инвестиции» - сложные комбинации из базовых и производных инструментов, торговля которыми производится как единым активом.

Результатом работы рыночного механизма и одновременно индикатором его состояния являются цены финансовых активов. Если мы посмотрим на графики их изменений во времени, то увидим, что они крайне неупорядочены: периоды относительного покоя сменяют периоды крайней нестабильности. Резкие скачки цен вверх или вниз обычно связывают с появлением новой информации, определяющей состояние равновесия. Классической теорией функционирования финансовых рынков принято считать теорию эффективного рынка [23-30], которая предполагает мгновенную коррекцию цен в ответ на обновление информации и, соответственно, мгновенную реакцию действующих рационально участников рынка. Основной моделью эффективного рынка является модель броуновского движения, впервые использованная в финансах Луисом Башелье в 1900 году [31] и получившая широкое признание только через несколько десятилетий. К тому времени утвердилось мнение о том, что в целом распределение приращений цен близко к нормальному и существенные автокорреляции в рядах приращений отсутствуют [32-35]. Высшим достижением таких представлений стали удостоенные в 1997 году нобелевской премии по экономике работы Блэйка-Скоулза [36] и Мэртона [37], позволяющие точно рассчитывать справедливую цену опционов европейского типа на акции.

Одной из главных причин новых исследований поведения цен стала прокатившаяся в различных странах за последние 20 лет серия финансовых катастроф. Она разорила множество банков и инвестиционных фондов, в том числе и знаменитый LTCM, активно использовавший идеи Блэйка-Скоулза. В результате этих исследований оказалось, что те очень редкие и очень сильные колебания, которые ранее считались несущественными и отбрасывались при проверке распределений на нормальность, на самом деле являются очень важными [38-41]. Отсюда следовало, что те положения, на которых строилась основная модель, были неверными.

Возможно, именно с кризисом классической теории связано возрождение в последние десятилетия интереса к техническому анализу (анализу графиков поведения цен). Его основные положения были сформулированы Чарльзом Доу еще в конце XIX века следующим образом [42]:

1. Движение цен подчинено тенденциям.

2. Начавшаяся тенденция будет продолжаться до тех пор, пока не подаст очевидных признаков смены (разворота).

Данные положения (являясь результатом обобщения эмпирических наблюдений) по существу отражают тот факт, что состояние тренда (относительного длительного движения вверх или вниз) для цен является более естественным, нежели состояние равновесия (см. например рис.7).

Отметим, что обычно для принятия решений совместно с техническим анализом используют эконометрические модели [43-45], предполагающие зависимость цен от некоторого числа факторов, подбираемых экспериментально или экспертно. В качестве таких факторов могут быть использованы,  как макроэкономические показатели (темпы прироста ВВП, уровень процентных ставок, уровень инфляции, уровень цен на нефть и т.д.) так и показатели, характерные только для данной акции.

Особое место среди работ, посвященных поведению цен, занимают работы Бенуа Мандельброта и его последователей [32-38], представляющие, главным образом, чисто теоретический интерес (см. обзор [53]). В них исследуются различные обобщения основной модели.

Напомним, что классическая винеровская модель броуновского движения основана на двух постулатах. Во-первых, приращения процесса на определенном интервале времени имеют нормальное (гауссово) распределение с нулевым средним, которое следует из центральной предельной теоремы и получается как результат суммирования достаточно большого числа независимых (или слабо связанных) случайных слагаемых с конечной дисперсией. Во-вторых, приращения на не перекрывающихся временных интервалах статистически независимы. Различные обобщения этой модели, называемой винеровским случайным процессом, состоят в отказе либо от условий независимости приращений, либо от нормальности их распределений. В первом случае получаем процессы с памятью и, в частности, обобщенное броуновское движение [46-47]. Во втором – движение Леви (Levy motion) [48-52], имеющее бесконечную дисперсию смещения.  Как в том, так и в другом случае остается неизменным положение, которое Мандельброт называет «скейлинговым принципом изменения цен» (см. например [2], стр.465). Этот принцип можно пояснить следующим образом. Пусть P(t) описывает изменение цены. Тогда ln(P(t)) обладает следующим свойством: распределение ее приращения за произвольный временной интервал 
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(т.е. ln(P(t+
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))-ln(P(t)) не зависит от 
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, если не считать масштабного коэффициента. По существу этот принцип просто означает, что графики цен являются фракталами. Его эмпирическим подтверждением служит хорошо известный факт, что «… движения акций или валют внешне похожи, независимо от масштаба времени и цены. Наблюдатель не может сказать по внешнему виду графика, относятся ли данные к недельным, дневным или же часовым изменениям» [54]. Теоретически же фрактальность обычно связывают с тем, что для устойчивости рынка на нем должны присутствовать инвесторы с разными инвестиционными горизонтами (от нескольких часов до нескольких лет). Это и приводит к масштабной инвариантности (отсутствию выделенного масштаба) ценовых рядов на соответствующем временном интервале.


В данной работе анализ фрактальной структуры финансовых временных рядов проводился на основе индекса вариации 
[image: image159.wmf]n

. Быстрый выход на асимптотику, который имеет алгоритм расчета индекса 
[image: image160.wmf]n

, позволяет провести фрактальный анализ более подробно, чем это делается обычно. Такой анализ дает возможность раскрыть механизм, определяющий эволюцию временных рядов. При этом броуновское движение и его обобщения использовались в качестве ориентиров. 

3.2. Нами были исследованы ценовые ряды акций тридцати компаний, входящих в индекс Доу-Джонса (Dow Jones Industrial Index) за 32 года. Каждый ряд содержит 8000 записей. Каждая запись соответствует одному торговому дню и содержит информацию о минимальной и максимальной цене за день.

Вначале мы рассчитали значение индекса 
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 (соответствующее значение фрактальной размерности D=1+
[image: image162.wmf]n

) для каждой акции по всему ряду (типичный график см. на рис. 8). В результате оказалось, что только в двух случаях значение 
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>0.5: 

American Express Company (
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=0.552
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0.012, D=1.552
[image: image166.wmf]±

0.012 (уровень надежности здесь и далее, во всех вычислениях берется равным 95 %), R2=0.998
); 

Exxon Mobil Corporation (
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=0.509
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0.014, D=1.509
[image: image169.wmf]±

0.014, R2=0.999).

Во всех остальных случаях 
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 <0.5 , при этом:
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min=0.449
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0.009, Dmin=1.449
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0.009, R2=0.999 (Caterpillar Inc.);
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max=0.489
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0.015, Dmax=1.489
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0.015, R2=0.998 (Wal-Mart Stores, Inc).

Значение 
[image: image177.wmf]n

=0.5 (D=1.5), попало в доверительный интервал только в двух случаях из тридцати (Exxon Mobil Corporation и Wal-Mart Stores, Inc).

Затем мы разделили временные ряды на участки, где цены визуально ведут себя устойчиво, и участки, где наблюдается тренд. После этого отдельно для каждого участка рассчитывался индекс 
[image: image178.wmf]n

. В результате оказалось, что в среднем участки с повышенным значением 
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 (
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>0.5) соответствуют периодам видимой стабильности, а участки с пониженным 
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 (
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<0.5) - участкам тренда (относительно длительного подъема или спада). Причем тренд проявлялся тем сильнее, чем ниже было значение 
[image: image183.wmf]n

. Это приводит к естественной интерпретации 
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, как показателя устойчивости цены акции по отношению к внешним воздействиям. Попробуем понять эту интерпретацию, связывая повышенное (пониженное) значение 
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 с действием возвращающей (отклоняющей) силы. Для этого обратимся  к нормальным (гауссовским) процессам и начнем с простейшего из них – винеровкого. Как известно, он обладает фрактальными свойствами. Действительно, из его постулатов следует, что:

<(X(t)-X(t0))2>=
[image: image186.wmf]2

s

| t-t0|  , 
(19)

где угловые скобки означают усреднение, X(t) и X(t0) – значения процесса, соответственно в моменты времени t и t0, 
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s

– дисперсия за единицу времени (в финансах параметр 
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 известен как волатильность). 

Из (19) можно получить, что этот процесс преобразуется сам в себя при изменении масштаба времени в b раз и одновременном изменении пространственного масштаба в b1/2 раз. Фрактальная размерность графика реализации такого процесса D=1.5. (
[image: image189.wmf]n

=0.5). С точки зрения фрактальной геометрии значение 
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, характеризует количество локальных экстремумов ценового графика, или «дрожание» цены на любом фиксированном масштабе.

При 
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=0.5 такое дрожание соответствует дрожанию броуновского движения.

Заметим, что индекс 
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, рассчитанный выше для ценовых рядов, в большинстве случаев статистически значимо отличается от 0.5. 

При 
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>0.5 повышенное дрожание цены можно связать с тем, что на броуновское движение накладывается возвращающая сила,  которая увеличивает количество локальных экстремумов данного масштаба. При этом, чем больше 
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, тем больше возвращающая сила, и значит, тем устойчивее цена.

При 
[image: image195.wmf]n

<0.5 пониженное дрожание, соответственно, можно связать с тем, что на броуновское движение накладывается отклоняющая сила, которая нивелирует некоторые экстремумы. При этом, чем меньше 
[image: image196.wmf]n

, тем больше отклоняющая сила, и значит, тем неустойчивее цена.

Покажем, что такая интерпретация 
[image: image197.wmf]n

 согласуется с выводами, полученными на основе общей теории случайных процессов. Для этого рассмотрим модель обобщенного броуновского движения XH(t) – простейшую модель, которая не выводит за пределы гауссовских процессов. Как известно, (см., например, [13]) обобщенный броуновский процесс имеет нулевое среднее приращение и дисперсию приращений вида




<(XH(t)-XH(to ))2> =
[image: image198.wmf]2

s

| t-t0|2H,

(20)
где H показатель Херста, связанный с фрактальной размерностью графика реализации этого процесса D (и соответственно с индексом 
[image: image199.wmf]n

) соотношением H=2-D=1-
[image: image200.wmf]n

 (0<H<1 и H
[image: image201.wmf]5
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¹
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Будем использовать для удобства систему единиц, в которой 
[image: image202.wmf]2

s

=1 и положим XH(0)=0. Тогда на основе (20) можно получить нормированную функцию корреляций прошлых приращений 
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 (см. [13], формула 9.16):
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При H=0.5 (
[image: image207.wmf]n

=0.5) корреляция отсутствует. 


При H>0.5 (
[image: image208.wmf]n

<0.5) корреляция положительна, т.е. тенденция к увеличению (положительное приращение) в прошлом означает в среднем тенденцию к увеличению в будущем, и наоборот, тенденция к уменьшению (отрицательное приращение) в прошлом означает тенденцию к уменьшению в будущем. Такой процесс называется персистентным (сохраняющим тенденцию).


При H<0.5 (
[image: image209.wmf]n

>0.5) корреляция отрицательна, т.е. в этом случае увеличение в прошлом означает вероятное уменьшение в будущем, а тенденция к уменьшению в прошлом означает увеличение в будущем. Такой процесс называется антиперсистентным. 


Очевидно, что интерпретация индекса 
[image: image210.wmf]n

, как показателя устойчивости, вполне согласуется с такими представлениями.

Введем теперь понятие внутреннего состояния акции в момент времени t как значение показателя устойчивости 
[image: image211.wmf]n

(t) на достаточно малом предшествующем интервале. В случае непрерывного времени это был бы бесконечно малый интервал, но, поскольку в ценовых рядах время дискретно, то рассматривался минимальный предшествующий интервал, где 
[image: image212.wmf]n

еще можно вычислить с приемлемой точностью (R2
[image: image213.wmf]»

0.98). Оказалось, что необходимое для этого количество наблюдений n
[image: image214.wmf]»

30. Для удобства вычислений мы брали n=32. После этого для каждой акции в каждой точке (за исключением начальных 31) рассчитывались значения 
[image: image215.wmf]n

 и наносились на соответствующие графики. Типичный график представлен на рис.9. Из рисунка видно, что 
[image: image216.wmf]n

(t) поднимается (
[image: image217.wmf]n

(t)>0.5) на участках стабильного поведения цены  и опускается (
[image: image218.wmf]n

(t)<0.5) на участках тренда. Отметим, что  для броуновского и обобщенного броуновского движения 
[image: image219.wmf]n

(t)
[image: image220.wmf]º

const.

Попытаемся понять внутренний механизм, определяющий поведение 
[image: image221.wmf]n

(t) и, следовательно, поведение цены акции. Для этого вспомним, что в самых различных областях науки и техники существует такое понятие, как механизм обратной связи: любая открытая система всегда как-то действует на свое окружение и соответственно, испытывает обратное воздействие. Если при этом обратном воздействии интенсивность прямого действия возрастает, то обратная связь называется положительной (в противном случае – отрицательной). Многие скачкообразные и лавинные процессы (в т.ч. социальные и природные катастрофы) являются следствием положительной обратной связи. Отрицательная же обратная связь приводит к поддержанию устойчивого режима всевозможных открытых систем. Этот механизм известен и во многих областях экономической науки: с одной стороны при установлении равновесия (отрицательная связь), а с другой при всевозможных переходных процессах (положительная связь). Этот механизм действует также и на рынке акций, определяя характер отклонения ценовых рядов от случайного блуждания. Принцип его работы, на наш взгляд, основан на появлении определенной тенденции в ожиданиях инвесторов и соответствующей реакции на нее остальных участников рынка. 

Для удобства будем далее использовать наряду с индексом 
[image: image222.wmf]n

 коэффициент 
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, который будем называть показателем обратной связи. 

Случай 
[image: image224.wmf]n

(t)=0.5 (
[image: image225.wmf]m

(t)=0) соответствует случайному блужданию цены (винеровский процесс) В этом случае инвесторы ведут себя независимо, и отсутствие тенденции в их поведении приводит к отсутствию выраженной тенденции в ожиданиях общества относительно цены этой акции. В этом случае будем говорить, что цена имеет «нормальную» устойчивость. Поскольку цена абсолютно пассивна по отношению к внешним воздействиям, то какая-либо «связь» отсутствует. 

Случай 
[image: image226.wmf]n

(t)>0.5 (
[image: image227.wmf]m

(t)<0) соответствует ситуации повышенной устойчивости цены по отношению к внешним воздействиям, что связано с повышенной уверенностью инвесторов в стабильности данной компании и получении в будущем пусть и небольшого, но прогнозируемого дохода. Такая уверенность легко передается остальным участникам рынка, в результате ожиданий которых цена акции остается в заданных пределах, несмотря на действие рынка. Это в свою очередь еще больше укрепляет инвесторов в их уверенности, которая снова передается участникам рынка и т.д. Очевидно, «связь» в этом случае отрицательна и ее действие «глушит» изменения цены акции, распределяя внешнее действие рынка на эту акцию равномерно по временному масштабу

Случай 
[image: image228.wmf]n

(t)<0.5 (
[image: image229.wmf]m

(t)>0) соответствует ситуации пониженной устойчивости (или инертности) цены. Обычно это связано с реальным (или видимым) изменением положения компании и повышенным беспокойством инвесторов, которое так же легко передается остальному обществу. При определенных условиях такое положение может приводить к резкому падению или «вздутию» цены акции, поскольку в этом случае начинает разворачиваться механизм положительной обратной связи. В чистом виде он действовал бы так: цены акций начинают расти (падать), но при этом их никто не желает продавать (покупать), что приводит к еще большему росту (падению) цен, и т.д. При свободном развитии подобная связь привела бы в конечном итоге к краху. Но современный финансовый рынок в целом устойчив. И эта устойчивость на наш взгляд обеспечивается не только регулирующими структурами (центральными банками, комиссиями по ценным бумагам и т.д.), но и встроенным стабилизатором. Он представлен в лице финансовых спекулянтов, которые при малейших признаках замедления или разворота существующей тенденции начинают продавать или покупать акции («играть» против этой тенденции), выполняя тем самым функцию «глушителя» положительной обратной связи. Попутно заметим, что в самом начале развития тенденции, когда цена еще относительно стабильна, действия тех же самых спекулянтов, стремящихся быстро заработать на резких движениях цен, усиливают эту тенденцию. Иными словами можно сказать, что финансовые спекулянты «толкают» внутреннее состояние акции в сторону случайного блуждания (т.е. в сторону 
[image: image230.wmf]5
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) где, как известно, уже отсутствуют арбитражные возможности.

Так в общих чертах, выглядит механизм, определяющих характер поведения ценовых рядов. Отметим, что судить о предпочтительности того или иного состояния можно только в каждом конкретном случае. В частности, при всех видимых преимуществах стабильности, во многих случаях неустойчивость (которая обычно связана с дополнительным риском) оказывается вполне приемлемой. Например, почти все акции компаний, входящих в индекс Доу-Джонса (см. начало пункта 3.2), которые имели на протяжении последних десятилетий неуклонную тенденцию к росту, имели значение 
[image: image231.wmf]n

<0.5 (
[image: image232.wmf]m

<0). 

Заключение. Подведем основные итоги. Для различных фрактальных объектов мы ввели индекс вариации 
[image: image233.wmf]n

, который связан с фрактальной размерностью D соотношением 
[image: image234.wmf]n

=D-1, но который при этом является более простым, чем фрактальная размерность, как в плане интерпретации, так и в плане вычислительной процедуры. В приложении к временным рядам этот индекс допускает естественную интерпретацию как показателя устойчивости значений ряда по отношению к случайным внешним воздействиям. Такая интерпретация дает возможность ввести понятие внутреннего состояния системы и раскрыть характер действия механизма обратной связи, определяющий отклонение поведения системы от случайного блуждания. При этом параметр 
[image: image235.wmf]m

=0.5-
[image: image236.wmf]n

 играет роль параметра порядка данного механизма.  Поскольку индекс 
[image: image237.wmf]n

 имеет еще и геометрическую интерпретацию, то он позволяет соотнести фрактальную геометрию временного ряда с соответствующим ей параметром 
[image: image238.wmf]m

. Так, например, фрактальная размерность D связана с 
[image: image239.wmf]m

 соотношением 
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Полученные результаты могут применяться во всех областях, где возникают фрактальные временные ряды (в задачах прогноза землетрясений (ссылки см. в [16]), диагностики различных заболеваний [55] и т.д.). Для финансовых временных рядов использование функции 
[image: image241.wmf]n

(t) может оказаться полезным, например, при построении статистического прогноза момента начала или окончания тренда. Для практического применения такого прогноза даже не обязательно знать куда (вверх или вниз) будут двигаться цены. Используя комбинацию опционов, можно выбрать оптимальную стратегию поведения на рынке.

В заключение мы хотели бы выразить признательность Марине Стрельниковой, удивительное чувство стиля которой во многом способствовало улучшению окончательного варианта текста.

Мы также рады воспользоваться случаем, чтобы поблагодарить профессора А.В. Крянева, добровольно взявшего на себя нелегкий труд рецензента и сделавшего немало ценных замечаний.

И, наконец, но не в последнюю очередь, мы выражаем глубокую благодарность профессору М.С. Дубовикову (Колумбийский университет, США) за очень конструктивную (хотя порой и весьма жесткую) критику и целый ряд незаменимых советов.
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Рисунок 1. Построение множества Кантора
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Рисунок 2. Построение кривой Кох
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Рисунок 3. «Снежинка Кох» на 4-м шаге итерации.
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Рисунок 4.
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Рисунок 5. Увеличение периметра береговой линии за счет деталей, появляющихся при уменьшении масштабного фактора карты.
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Рисунок 6. 
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Рисунок 7. Типичное поведение цен: Короткие периоды равновесия (отмечены овалами) быстро заканчиваются сильными движениями.

В финансах графики цен принято изображать не одномерными линиями, а интервалами (т.н. баровые графики или графики в виде японских свечей). Один прямоугольник (называемый телом свечи) с двумя штрихами сверху и снизу (называемыми тенями свечи) изображает колебания цен в течение дня. Верхняя точка верхней тени показывает максимум цены, нижняя точка нижней тени – минимум цены за день. Верхняя и нижняя границы тела свечи показывают цену открытия и закрытия торгов. При этом если тело белого (черного) цвета, то закрытие выше (ниже) открытия.
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Рисунок 8. Зависимость логарифма суммы амплитуд (вертикальная ось) от логарифма величины разбиения (горизонтальная ось), для графика ежедневных цен акций компании IBM.
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Рисунок 9. Ежедневные цены акций компании Exxon Mobil Corporation (правая шкала, японские свечи) и график функции
[image: image251.wmf]n

(t) (левая шкала, сплошная линия).
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� Напомним, что, введенные шведским математиком Миттаг-Леффлером, символы � EMBED Equation.3  ���, которые мы активно используем в данной работе, означают соответственно равенство в асимптотике (при � EMBED Equation.3  ���), приближенное равенство и равенство в асимптотике с точностью до константы.


� Херст обнаружил, что для временных рядов различных естественных процессов (уровней осадков, стоков рек и т.д.) наблюдаемый нормированный размах R/S хорошо описывается эмпирическим соотношением � EMBED Equation.3  ���, где 


� EMBED Equation.3  ��� - размах временного ряда за период � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� - стандартное отклонение за период � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� - значение ряда в момент времени t


� EMBED Equation.3  ���- среднее значение ряда за период � EMBED Equation.3  ���








� Напомним, что совершенно конкурентный рынок характеризуется:


- множеством продавцов и покупателей, каждый из которых полностью информирован, действует независимо и не в состоянии воздействовать на цену;


- однородностью продаваемой продукции;


- свободным входом на рынок.


� R2 – коэффициент детерминации для линии регрессии. 
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